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Лабораторная работа № 1 
 
1. ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ МОМЕНТА 
ИНЕРЦИИ ОТ МАССЫ ТЕЛА И ЕЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ ВРАЩЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ 
МАЯТНИКА ОБЕРБЕКА 
 
Цель работы: изучить основной закон динамики враща-
тельного движения твердого тела, исследовать зависимость 
момента инерции тел от распределения их массы относитель-
но оси вращения. 
Оборудование и материалы: маятник Обербека, грузы, се-
кундомер. 
 
1.1. Момент силы относительно точки  
и относительно оси 
 
Любое движение твердого тела можно представить в виде 
комбинации поступательного и вращательного движений. 
Поступательным называется такое движение абсолютно 
твердого тела, при котором любая прямая, жестко связанная с 
телом, перемещается параллельно самой себе. Все точки тела, 
движущегося поступательно, в каждый момент времени име-
ют одинаковые скорости и ускорения, а их траектории полно-
стью совмещаются при параллельном переносе. 
Вращательным называется движение тела, при котором 
все его точки движутся с одинаковой угловой скоростью по 
окружностям различного радиуса вокруг некоторой прямой, 
называемой осью вращения.  
Способность силы вращать тело вокруг оси определяется 
характеристикой вращательного движения, называемой мо-
ментом силы. Следует различать момент силы относительно 
точки и момент силы относительно оси.  
Пусть О – какая-либо точка, относительно которой рас-
сматривается момент вектора силы (рис. 1.1). Обозначим бук-
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вой r  радиус-вектор, проведенный из этой точки к точке А 
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Рис. 1.1. Определение направления момента силы  
относительно точки и относительно оси OZ 
 
Моментом М  силы F  относительно точки О называ-
ется векторное произведение радиуса-вектора ,r  проведенно-
го из точки О в точку приложения силы, на вектор силы :F  
 
, .М r F   
                                      (1.1) 
 
Момент силы есть псевдовектор, направление которого 
определяется правилом правого винта: если винт вращать по 
кратчайшему пути от r  к ,F  то направление поступательно-
го движения головки винта совпадает с направлением момен-
та силы .М  Момент силы М  всегда перпендикулярен к 
плоскости векторов r  и F  и не имеет точки приложения. 
Модуль псевдовектора ,М  согласно определению вектор-
ного произведения, равен 
 
sin ( , ) sin .M rF r F rF Fd

                  (1.2) 
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Из рис. 1.1 видно, что sin .r  d    Кратчайшее расстояние d 
от точки, относительно которой определяется момент силы, до 
линии действия силы называется плечом силы. Следовательно, 
модуль момента силы равен произведению силы на плечо. 
Полный момент сил, действующих на систему материаль-








М M r F
 
       
                           
(1.3) 
 
Моментом силы относительно оси OZ, проходящей че-
рез точку O, называется скалярная величина Mz, равная проек-
ции момента М  силы F  относительно этой точки на данную 
ось (отрезок OB на рис. 1.1).  
Если ось OZ совпадает с направлением вектора ,М  то мо-
мент силы представляется в виде вектора ,zМ
  совпадающего 
с осью. 
 
1.2. Основное уравнение динамики 
вращательного движения 
 
В отличие от поступательного движения, вращение тела 
нельзя описывать, используя второй закон Ньютона, посколь-
ку точки тела, находящиеся на различных расстояниях от оси 
вращения, имеют различные линейные скорости и тангенци-
альные ускорения. 
Из определения момента силы относительно точки и мо-
мента силы относительно оси следует, что только составляю-
щая силы F
 , лежащая в плоскости, перпендикулярной к оси 
вращения, и перпендикулярная k радиус-вектору r  точки A 
приложения внешней силы, приводит к изменению враща-
тельного движения тела. 
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Выведем уравнение движения тела, имеющего закреплен-
ную в пространстве ось враще-
ния Z, проходящую через точку 
О (рис. 1.2). Для этого мысленно 
разобьем тело на совокупность 
материальных точек (частиц) с 
массами m1, m2, …, mi, … mn . На 
i-ую точку действует в данный 
момент некоторая сила iF
 , ко-
торая представляет собой вектор 
равнодействующей всех прило-
женных к этой частице сил. При 
вращении тела частица с массой 
mi движется по окружности ра-
диуса iR
  (рис. 1.2).  
Моментом относительно оси вращения обладает только со-
ставляющая iF
  силы iF
 , лежащая в плоскости, перпендику-
лярной оси вращения, так как момент составляющей inF
  = 0. 
Для описания движения каждой отдельной материальной точ-
ки можно использовать второй закон Ньютона, который за-
пишется следующим образом: 
 
,i i iF m a 
 
                                    (1.4)  
где ia  – тангенциальная (касательная) составляющая ускоре-
ния частицы. 
Умножим обе части равенства (1.4) на iR
  и выразим ia  
через угловое ускорение  , ,i ia R        тогда получим 
 
2, .i i i iR F m R    
    
Рис. 1.2. К выводу основного 
уравнения динамики  
вращательного движения 
              im      iF
       
        






Произведение в левой части данного равенства является 
моментом силы iF
  относительно оси вращения, действующим 
на данную частицу тела: 
 
2 ,i i i iM m R J   
  
                              (1.5)  
где произведение массы частицы на квадрат расстояния от нее 
до оси вращения, т. е. 
 
2 ,i i iJ m R                                     (1.6)  
называют моментом инерции частицы (материальной 
точки) относительно оси  Z. 









   
                              
(1.7) 
Так как угловое ускорение   одинаково для всех частиц 









   
                                 
(1.8) 
 








    
действующих на тело, называют полным моментом внешних 





J J  называется моментом инерции тела 
относительно заданной оси вращения.  
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Следовательно, уравнение (1.8) окончательно запишется 
следующим образом: 
 
,M J                                         (1.9)  
причем вектор полного момента сил также как и вектор угло-
вого ускорения направлен вдоль оси вращения тела. 
Уравнение (1.9) называют основным уравнением динами-
ки вращательного движения: полный момент внешних сил, 
приложенных к телу, относительно оси вращения, равен про-
изведению момента инерции твердого тела относительно не-
подвижной оси вращения на его угловое ускорение. 
Получим еще одну форму записи основного уравнения ди-




 материальной точки относи-
тельно точки O называется векторное произведение радиу-
са-вектора iR
 , проведенного из этой точки к точке приложе-
ния импульса, на вектор  импульса : 
 
, .i i i iL R m   
  v                                (1.10) 
 
Моментом импульса тела относительно точки O назы-
вается векторная сумма моментов импульса всех частиц тела 





i i i i
i i
L L R m
 
        v
                        
(1.11) 
 
Моментом импульса тела относительно оси OZ, прохо-
дящей через точку O, называется проекция момента импульса 
(1.11) на данную ось. 
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В случае, когда ось OZ совпадает с осью вращения тела, 
момент импульса каждой его материальной точки, вращаю-
щейся по окружности радиуса R, относительно оси вращения: 
 
2,i i i iL R m mR    
   v , 
 
так как ,iR 
 vi  где   – угловая скорость. 
Если вокруг оси вращается система материальных точек с 











    
 
Вектор угловой скорости  , так как он одинаков для всех 
материальных точек, можно вынести из-под знака суммы. То-
гда, согласно определению момента инерции тела, получим 
 
.L J                                        (1.12)  





    
 
Таким образом, согласно (1.9) вторая форма записи основ-
ного закона динамики вращательного движения тела имеет 
вид 
 
внеш ,dL Mdt 






 – производная по времени от вектора момента им-
пульса тела относительно оси вращения;  
внешМ
  – геометрическая сумма моментов всех приложен-
ных к телу внешних сил относительно этой же оси. 
 
1.3. Момент инерции тела 
 
Момент инерции – это физическая величина, зависящая от 
того, каким образом масса тела распределена по его объему. 
Величина момента инерции тела относительно данной оси 
определяется размерами тела, его формой, плотностью и не 
зависит от того, вращается тело или нет.  
Для неоднородных тел и тел неправильной геометрической 
формы момент инерции определяется экспериментально, а 
для однородных тел геометрически правильной формы – по-
средством интегрирования. 
Интегрирование – это суммирование ряда бесконечно ма-
лых величин, выполняемое по определенным правилам. Если 
каждое слагаемое этого ряда может быть представлено в виде 
произведения некоторой функции у = f(x) на бесконечно малое 
изменение ее аргумента dx, то неопределенным интегралом 
функции f(x), обозначаемым как ( ) ,f x dx  называется функция 
F(x), для которой справедливо соотношение ( ) ( ).dF x f x
dx
  
Как уже было сказано выше, момент инерции тела произ-
вольной формы относительно некоторой оси определяется 
как сумма моментов инерции составляющих это тело мате-
риальных точек. Математически это определение можно за-








J R m R dm R dV





dm  – плотность тела;  
V – объем.  
В системе СИ момент инерции J измеряется в кгм 2. 
Уравнение (1.9) аналогично второму закону Ньютона 
 .F ma   Роль массы в уравнении (1.9) играет момент инер-
ции, чем больше момент инерции, тем меньше (при прочих 
равных условиях) угловое ускорение, т. е. имеет место анало-
гия момента инерции с массой. Момент инерции тела есть 
мера инертности тела во вращательном движении. 
Часто при описании движения тела бывает полезно знать 
положение центра масс (центра инерции) тела, которое опре-
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(1.15) 
 
где mi, xi, yi, zi – масса и координаты центра масс i-той части-
цы тела.  
Из формулы (1.15) следует, что у симметричных тел центр 
масс С совпадает с их геометрическим центром. 
Использование формулы (1.14) для расчета момента инер-
ции некоторых однородных тел относительно оси, проходящей 
через их центр масс, дает следующие результаты (рис. 1.3). 
В качестве примера приведем расчет момента инерции 
сплошного однородного диска (цилиндра) относительно оси, 
перпендикулярной к плоскости диска и проходящей через его 
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Рис. 1.3. Моменты инерции некоторых тел правильной формы 
 
Разобьём диск на кольцевые 
слои шириной dr. Объём такого 
слоя dV равен b2πrdr, где b – тол-
щина диска. Подставим выраже-







J r dm r dV b r dr         
 





R RJ b r dr b       
 
Учитывая, что произведение плотности диска ρ на его объ-
ём πR2b равно массе диска, получим момент инерции диска 





                                   (1.16) 
 
Рис. 1.4. К определению  









Если ось вращения не проходит через центр масс тела, то 
можно воспользоваться теоремой Штейнера: момент инер-
ции тела относительно произвольной оси Z равен сумме мо-
мента инерции относительно оси OО', параллельной данной и 
проходящей через центр масс тела (Jc), и произведения массы 
тела m на квадрат расстояния d между осями: 
 
2.CJ J md                                  (1.17)  
Докажем эту теорему. По-
местим начало координат в 
центр масс и проведем через 
него ось OО' параллельно оси 
Z относительно которой нам 
необходимо найти момент 
инерции тела. Оси OО' и Z 
расположены перпендикуляр-
но плоскости (рис. 1.5). 
Разобьем все тело на элементарные массы mi. Обозначим 
расстояние от этих масс до оси OО' через rio, а до оси Z – через 
riz. Проведем вектор d, перпендикулярный осям Z и ОО' и со-
единяющий их между собой. Из рис. 1.5. видно, что .iz ior d r 
   
Тогда момент инерции тела J относительно оси Z равен: 
 
 22 2 2 2 .i iz i iо i iо i i iо
i i i i i
J m r m r d m r m d m r d              
 
Первая сумма в этом выражении представляет собой мо-
мент инерции тела Jc относительно оси OО', проходящей че-
рез центр масс, а вторая равна md 2, так как const,d   а i
i
m
равна массе тела m. Вычислим сумму 2 2 .i io i io
i i
dm r d m r     




















m r   согласно определению центра масс (1.15), 
можно представить в виде: ,i io С
i
m r R m   где СR  – составля-
ющая радиус-вектора центра масс, лежащая в плоскости ри-
сунка. Поскольку начало координат помещено в центр масс, 
СR
  равно нулю. Отсюда следует, что 2 0.i io
i
d m r    
Таким образом, момент инерции тела J относительно про-
извольной оси Z равен Jc + md2, что и требовалось доказать. 
Рассмотрим пример применения теоремы Штейнера. На 
рис. 1.6 показан шар. Согласно (1.17) его момент инерции от-
носительно оси ZZ', находящейся на расстоянии d = 3R от цен-
тра инерции шара, равен 
 
 22 2 22 2 473 9 .5 5 5J mR m R mR mR
         
 
Z'               d              О'
                               С    R 
                                               
Z                               О   
Рис. 1.6. Пример применения теоремы Штейнера 
 
Таким образом, формулы (1.14) и (1.17) позволяют опреде-




Рис. 1.7. Маятник Обербека 
1.4. Описание установки и вывод рабочей формулы  
для экспериментального определения момента  
инерции маятника Обербека 
 
Установка для исследования зависимости момента инерции 
от массы тела и распределения ее относительно оси вращения 
(маятник Обербека) представляет собой вращающийся вокруг 
горизонтальной оси крестообразный маховик. Он состоит из ци-
линдрического вала 1 с четырьмя взаимно перпендикулярными 
стержнями 2 (рис. 1.7). На стержни можно надевать и закреплять 
на разных расстояниях от оси вращения одинаковой массы гру-
зы, что приводит к изменению момента инерции маятника.  
Маятник Обербека позволяет экспериментально опреде-
лить момент инерции данной системы. На вал наматывается 
нить с привязанным к ней грузом m. В верхнем положении 
груз удерживается электромагнитом. При размыкании цепи 
электромагнита груз начинает опускаться, вызывая равно-
ускоренное вращательное дви-
жение маховика. Время дви-
жения груза регистрируется 
при помощи секундомера. 
На вращающийся маховик 
действует момент М силы 
натяжения нити и момент 
Мтр силы трения, причем по-
следний тормозит вращение. 
Уравнение движения махо-
вика в проекции на ось вра-
щения записывается так: 
 
тр ,M M J       (1.18)  
где ε – угловое ускорение 
маховика; 
J – его момент инерции. 
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Полный момент сил, действующих на маховик, можно счи-
тать постоянным, поэтому вращение маховика будет равно-
ускоренным. 
Момент М силы натяжения нити F, приложенной к валу 
маховика, относительно оси вращения равен 
 
,M rF  
 
где r – радиус вала. 
Сила натяжения F нити находится из второго закона Нью-
тона, записанного в проекции на ось, параллельной нити, на 
которой закреплен опускающийся груз. Под действием силы 
тяжести Р = mg и силы натяжения, направленной вертикально 
вверх, груз опускается равноускоренно, так что 
 
,P F ma   
 
где m – масса опускающегося груза;  
а – его ускорение. 
Отсюда сила натяжения нити равна 
 
( ),F P ma m g a     
 
а момент силы F 
 
( ) ,M m g a r                                (1.19)  
где g – ускорение свободного падения. 
Из уравнения равноускоренного движения можно опреде-






                                     (1.20)  
где h – расстояние, которое проходит опускающийся груз; 
t – время движения опускающегося груза. 
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Подставив (1.20) в (1.19), получим выражение для момента 
силы натяжения нити 
 
2
2( ) .hM m g r
t
 
                              (1.21)  
Момент силы трения можно найти, исходя из следующих 
соображений. Как только опускающийся на нити груз коснет-
ся нижней площадки, дальнейшее вращение маховика проис-
ходит при действии только тормозящего момента сил трения, 
и уравнение движения маятника теперь запишется так: 
 




тр ,M J                                    (1.23)  
где 1  – угловое ускорение маховика;  
1  – максимальная угловая скорость маховика;  
 – время вращения маховика после прекращения дей-
ствия момента силы натяжения нити. 
Угловую скорость 1  выразим через тангенциальное уско-
рение точек на ободе вала 1a r    или 
 
1 1 ,a tt r
   
                                (1.24)  
где t – время движения опускающегося груза.  
Тангенциальное ускорение равно ускорению опускающего-













                                    (1.25)  





                                  
(1.26) 
 
Действие момента сил (М – Мтр) приводит к возникнове-






                                 
(1.27) 
 
Уравнение движения маховика (1.18) с учетом (1.21), (1.26) 
и (1.27) примет вид 
 
2 2
2 2 2 .h h hm g r J J
r tt r t
                           
(1.28) 
 







   
                              
(1.29) 
 
Формула (1.29) позволяет определить момент инерции ма-
ятника Обербека, измерив время движения опускающегося 
груза t и время вращения маховика после прекращения дей-
ствия момента силы натяжения нити . 
20 
1.5. Вывод рабочей формулы для теоретического  
определения момента инерции маятника Обербека 
 
Необходимо помнить, что 
момент инерции существует 
безотносительно к вращению. 
Каждое тело, независимо от 
того, вращается оно или по-
коится, обладает определён-
ным моментом инерции от-
носительно любой оси, по-
добно тому, как тело обладает 
массой независимо от того, 
движется оно или покоится. 
Момент инерции тела есть 
величина аддитивная. Это 
означает, что момент инер-
ции тела равен сумме мо-
ментов инерции его частей. 
Маятник Обербека можно 
представить как систему, 
состоящую из (см. рис. 1.8) 
цилиндров 1, 2, стержней 3 и 
перемещаемых по стержням 
3 грузов 4. Поскольку, согласно условиям эксперимента, гру-
зы 4 находятся на одинаковом расстоянии от оси вращения, то 
они представляют собой тело, симметричное относительно 
данной оси.  
Таким образом, момент инерции маятника равен сумме 
моментов инерции цилиндров 1, 2 и стержней 3 относительно 
оси вращения, плюс, умноженный на четыре, момент инерции 
грузов 4 относительно оси: 
 
1 2 3 42 4 ,J J J J J                           (1.30) 
  
Рис. 1.8. Элементы  
маятника Обербека 
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где J1, J2 – моменты инерции цилиндров 1, 2; 
J3 – моменты инерции стержней 3; 
J4 – моменты инерции грузов 4. 
Зная линейные размеры элементов маятника и плотность 
металла, из которого они изготовлены (7,9∙103 кг/м3), можно 
определить значения моментов инерции J1, J2, используя фор-
мулу (1.16), и моментов инерции J3, используя формулу 
2
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1 mlJ   для момента инерции стержня длиной l1 относи-
тельно оси вращения, проходящей через его центр симметрии. 
Для определения моментов инерции J4 грузов 4 относи-
тельно оси вращения необходимо получить формулу для мо-
мента инерции цилиндра, радиусом R и высотой l относитель-
но оси, проходящей через его центр масс перпендикулярно 




Рис. 1.9. К определению момента инерции цилиндра  
относительно оси, перпендикулярной оси цилиндра 
 
Согласно определению момента инерции материальной 
точки (1.6) момент инерции xJ  любого бесконечно малого 
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объема цилиндра массой dm в окрестности точки M(x,y,z)  
(см. рис. 1.9, а) относительно оси OX равен:  
 
2 2( ) ,xJ y z dm   
 
где 22 zy   − квадрат расстояния от точки M до оси OX. 
Момент инерции всего цилиндра относительно оси OX, со-
гласно (1.14), находится интегрированием по всему объему 
цилиндра V: 
 
2 2( ) .x
V
J y z dxdydz 
                       
(1.31) 
 
Перейдем к цилиндрическим координатам (рис. 1.9, а) 
 
cos , sin , .x r y r z z                         (1.32)  
В соотношениях (1.32) r и θ – полярные координаты проек-
ции точки M на плоскость OXY. 
С учетом соотношений (1.32) при переходе к полярным ко-
ординатам, дифференциалы декартовых координат будут вы-
глядеть следующим образом (дифференциалы берутся по аб-
солютной величине): 
 
sin( ) cos( ) ,
cos( ) sin( ) ,
.
dx r d dr
dy r d dr
dz dz
    
    

                      (1.33) 
 
Интеграл же (1.31) с точностью до бесконечно малых вели-
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     




           (1.34) 
 
Учитывая, что объем цилиндра V равен πR2l, а его массу m 





l RJ m                               (1.35)  
Для экспериментальной проверки теоремы Штейнера найдём 
момент инерции одного груза J. Для этого от момента инерции 
крестовины с грузами, рассчитанного по формуле (1.29), отни-
мем момент инерции крестовины без грузов и разделим на число 
грузов (четыре). Всего получим четыре значения моментов 
инерции для каждого значения расстояния d груза относительно 
оси вращения. Это будут экспериментальные результаты. Теоре-
тические результаты найдём по теореме Штейнера:  
 
,2теор mdJJ x   
 
где Jx – момент инерции груза 5 относительно оси OX, прохо-
дящей через его центр масс параллельно оси вращения маят-
ника OO´, рассчитанный по формуле (1.35); 
m – его масса; 
d – расстояние между осями OX и OO´. 
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Сравним полученные экспериментальные и теоретические 
результаты и найдём относительную погрешность измерения. 
 
1.6. Порядок выполнения 
 
Правила пользования установкой 
 
1. Включите сетевой провод установки в розетку. 
2. Нажмите кнопку «СЕТЬ». 
3. Нажмите кнопку «ПУСК». 
4. Вращая маховик, поднимите груз чуть выше датчика. 
5. Удерживая маховик, нажмите кнопку «СБРОС» и отож-
мите кнопку «ПУСК». 
6. Нажмите кнопку «ПУСК». Начинается отсчет времени. 
7. Повторите с п. 3 по п. 6. 
 




а) установите грузы mгр на расстоянии R = 10 см от оси ма-
ятника (расстояние измеряется по рисочкам на стержнях, пер-
вая рисочка соответствует 4 см). Маятник должен находиться 
в равновесии; 
б) измените нагрузку нити m и измерьте время t движения 
груза, результаты занесите в табл. 1 (масса изначально вися-
щего на нити груза 0,053 кг); 




2 2; ; ,h a ha M m g r
rt t
          
где r – радиус шкива, r = 42мм;  
г) постройте график зависимости ε = f (M); по оси х откла-
дывайте М, а по оси у – ε. 
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д) экстраполируя построенную прямую до пересечения с 
осью х, определите Mтр; 
е) рассчитайте момент инерции системы по формуле  
 




№ п/п R, м h, м m, кг t, с a, м/с2 ε, с–2 M, Н·м
1 
0,10 0,45 
     
…      
5      
 
Задание 2. Исследовать зависимость момента инерции сис‐
темы от распределения массы относительно оси вращения 
 
Для этого: 
а) грузы на стержнях закрепите на расстоянии R = 10 см от 
оси вращения; 
б) нагрузку на нить возьмите m = 0,094 кг; 
в) измерьте время движения грузов; 
г) повторите опыт, перемещая грузы на стержнях каждый 










2 0,12   






5 0,18   
6 0,20   
7 0,22   
8 0,24   
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д) для каждого расстояния R вычислите значение момента 






hm g r t
tJ
h
     
 
полученные значения занесите в табл. 2; 
е) постройте график зависимости J = f(R); 
ж) объясните вид графика. 
 
1.7. Контрольные вопросы 
 
1. Что такое момент силы относительно точки, оси? Пояс-
нить рисунком. 
2. Вывести основное уравнение динамики вращательного 
движения твердого тела. 
3. Привести две формы записи основного уравнения дина-
мики вращательного движения твердого тела. 
4. Дать определение центра масс тела. 
5. Что такое момент инерции материальной точки относи-
тельно некоторой оси? Как определить момент инерции твер-
дого тела произвольной формы относительно некоторой оси? 
6. Чему равны моменты инерции диска, шара, стержня от-
носительно оси, проходящей через их центр масс? 
7. Сформулировать и доказать теорему Штейнера. 
8. Вывести рабочую формулу для экспериментального 
определения момента инерции маятника Обербека. 
9. Объяснить, как теоретически находится момент инерции 
маятника Обербека. 
10. Вывести формулу для момента инерции цилиндриче-




Лабораторная работа № 2 
 
2. СИЛА ТРЕНИЯ СКОЛЬЖЕНИЯ 
 
Цель работы: изучить силы трения при движении твердых 
тел. Определить величину коэффициента трения качения для 
поверхностей различных материалов. 
Оборудование и материалы: наклонный маятник, счетное 




С трением мы сталкиваемся на каждом шагу. Вернее было 
бы сказать, что без трения мы и шагу ступить не можем. Но 
несмотря на ту большую роль, которую играет трение в нашей 
жизни, до сих пор не создана достаточно полная картина воз-
никновения трения, и вопрос этот остается неясным. Это свя-
зано даже не с тем, что трение имеет сложную природу, а ско-
рее с тем, что опыты с трением очень чувствительны к обра-
ботке поверхности и поэтому трудно воспроизводимы. 
Первые исследования трения, о которых мы знаем, были 
проведены Леонардо да Винчи примерно 450 лет назад. Он 
измерял силу трения, действующую на деревянные паралле-
лепипеды, скользящие по доске. Бруски ставились на разные 
грани, определялась зависимость силы трения от площади 
опоры. Но работы Леонардо да Винчи не были опубликованы. 
Они стали известны уже после того, как в 17–18 вв. классиче-
ские законы трения были  открыты французскими учеными 
Амонтоном и Кулоном. 
Законы Амонтона-Кулона:  
1) сила трения Fтр прямо пропорциональна силе N нор-
мального давления тела на поверхность, по которой движется 
тело: Fтр = μN, где μ – безразмерный коэффициент, называе-
мый коэффициентом трения;  
2) сила трения не зависит от площади контакта между по-
верхностями;  
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3) коэффициент трения зависит от свойств трущихся по-
верхностей; 
4) сила трения не зависит от скорости движения тела. 
Триста лет исследований трения подтвердили правильность 
трех первых законов, предложенных Амонтоном и Кулоном. 
Неверным оказался лишь последний – четвертый. 
Механизм трения весьма сложен. Из-за неровностей по-
верхностей тела соприкасаются только в отдельных точках на 
вершинах выступов. Здесь молекулы соприкасаются только на 
расстояниях, соизмеримых с расстоянием между молекулами 
в самих телах, и сцепляются. При сцеплении образуется проч-
ная связь, которая при движении рвется и возникает вновь.  
В результате возникают колебания молекул. На эти колебания 
и тратится энергия. 
Площадь действительного контакта составляет от одного до 
двух тысяч квадратных микрометров. Она практически не зави-
сит от размеров тела и определяется природой поверхностей, их 
обработкой, температурой и силой нормального давления. Если 
на тело надавить, то выступы сминаются, и площадь действи-
тельного контакта увеличивается. Увеличивается и сила трения. 
При значительной шероховатости поверхностей большую 
роль в увеличении силы трения начинает играть механическое 
зацепление между «холмами». Они при движении сминаются, 
и при этом тоже возникают колебания молекул. Пока поверх-
ности «грубые», число контактов невелико, а после хорошей 
полировки оно возрастает. Можно привести еще пример уве-
личения трения с улучшением качества поверхности. Если 
взять два металлических бруска с чистыми полированными 
поверхностями, то они слипаются. Трение здесь становится 
очень большим, так как площадь действительного контакта 
велика. Силы молекулярного сцепления, которые ответствен-
ны за трение, превращают два бруска в монолит. 
Рассмотренная выше модель трения довольно примитивна. 
При описании механизма трения не принимается во внимание 
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диффузия молекул, то есть при проникновении молекул одно-
го тела в другое, не учитывается роль электрических зарядов, 
возникающих на соприкасающихся поверхностях, роль и ме-
ханизм действия смазки. Эти вопросы во многом неясны, а 
объяснения спорны. Можно только удивляться тому, что при 
такой сложности трение описывается столь простым законом: 
Fтр = μN. И хотя коэффициент трения μ  несколько меняется 
от одной точки поверхности к другой, для многих поверхно-
стей, с которыми мы часто сталкиваемся в технике, можно де-
лать достаточно хорошие оценки ожидаемой силы трения. 
Применительно к сухому трению различают трение сколь-
жения и трение качения. В случае сухого трения сила трения 
возникает не только при скольжении одной поверхности по 
другой, но также при попытках вызвать это скольжение. В по-
следнем случае оно называется трением покоя. 
Если в жидкости или газе трение возникает только при 
движении тела, и тело 
можно сдвинуть, приложив 
к нему даже очень малень-
кую силу, то при скольже-
нии тело начинает дви-
гаться только тогда, когда 
проекция приложенной к 
нему силы F на плоскость, 
касательную к поверхно-
сти, на которой лежит те-
ло, станет больше некото-
рой величины (рис. 2.1), 
равной Fтр.  
Пока тело не начало двигаться, действующая на него сила 
трения равна касательной составляющей приложенной силы 
F1 и направлена в противоположную сторону. При увеличе-
нии приложенной силы, сила трения тоже возрастает, пока не 
достигнет максимальной величины, равной μN, при которой 
начинается движение. Дальше сила трения уже не меняется. 
  
Рис. 2.1. Силы, приложенные к телу, 
находящемуся на горизонтальной  
плоскости 
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Часто об этом забывают при решении задач. На вопрос 
«какая сила трения действует на стол массой 30 кг, стоящий 
на полу, если коэффициент трения равен 0,4», большинство 
уверенно отвечает: «~ 120 Н», что неверно. Сила трения равна 
нулю, иначе стол поехал бы в сторону действия силы трения, 
так как других горизонтальных сил нет. 
Итак, если тело покоится, то для того, чтобы сдвинуть его с 
места, к телу нужно приложить силу, большую максимально 
возможной силы трения покоя, которое обусловлено прочно-
стью молекулярных связей. А как обстоит дело, если тело уже 
движется? Какую силу нужно приложить для того, чтобы тело 
начало двигаться еще и в другом направлении? Оказывается, 
сколь угодно малую. Связано это как раз с тем, что сила тре-
ния не может быть больше максимальной силы трения покоя. 
 
  
Рис. 2.2. Силы, приложенные к бруску, движущемуся с постоянной  
скоростью на горизонтальной плоскости (вид сверху) 
 
Возьмем брусок, находящийся на горизонтальной плоско-
сти и движущийся с постоянной скоростью 1v  (рис. 2.2). При-
ложив к бруску боковую силу, перпендикулярную 1v  его 
можно заставить двигаться еще и в этом направлении с посто-
янной скоростью 2v . Сила трения при этом будет равна μN и направлена противоположно скорости v  движения бруска от-
носительно плоскости ( 21 vvv   ). 
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Разложим силу трения на две составляющие по направле-
ниям скоростей 1v  и 2:v  
 
F1 = Fтрcosβ,   F2 = Fтрsinβ, 
 
где β – угол между векторами 1v  и ,v  а 2
1
tg .  v
v  
Составляющая F1 силы трения уравновешивает силу, при-
ложенную к бруску вдоль υ1, а составляющая F2 – «боковую» 









2 тр тр2 .
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F F F 












Если 2 1,v v  то угол β мал и sinβ ≈ tgβ. 
В этом случае 22 тр
1
tg ,F F N    v
v  и составляющая силы 
трения, препятствующая движению бруска «вбок», оказывает-
ся пропорциональной скорости этого движения. Картина по-
лучается такая, как при малых скоростях при жидком трении. 
А это означает, что брусок, движущийся в некотором направ-
лении, можно заставить двигаться еще и в перпендикулярном 
направлении сколь угодно малой силой. 
Явление, о котором идет речь, совсем нередкое и встреча-
ется довольно часто. Например, известно, что при резком 
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торможении электродвигателя, ремень передачи часто со-
скальзывает со шкивов. Происходит это потому, что, при тор-
можении двигателя, ремень начинает проскальзывать относи-
тельно шкивов, и достаточно небольшой силы, чтобы сдви-
нуть ремень вбок. Так как обычно имеется небольшой перекос 
в установке шкивов и ремня, то такой силой является состав-
ляющая силы натяжения ремня. Вот еще примеры. Когда хо-
тят вытащить гвоздь из стенки без помощи клещей, его сги-
бают и тащат, поворачивая одновременно вокруг оси. По той 
же причине при резком торможении автомобиль теряет 
управление: машину «заносит». Колеса скользят по дороге, а 
боковая сила возникает за счет неровностей дороги. 
Остановимся теперь на последнем законе Амонтона-
Кулона: сила трения не зависит от скорости тела. Это не со-
всем так. 
Вопрос о зависимости силы трения от скорости имеет 
очень важное практическое значение. И хотя эксперименты 
здесь имеют много специфических трудностей, они окупаются 
использованием полученных сведений, например, в теории 
резания металлов, в расчетах движения пуль и снарядов в 
стволе и т. д. 
Обычно считают, что для 
того, чтобы сдвинуть тело с 
места, к нему нужно при-
ложить бóльшую силу, чем 
для того, чтобы тащить те-
ло. В большинстве случаев 
это связано с загрязнениями 
поверхностей трущихся тел. 
Например, для чистых ме-
таллов такого скачка силы 
трения не наблюдается. 
Опыты с движением пули  
в стволе показали, что с 
  
Рис. 2.3. Качественный график  
зависимости силы трения Fтр пули  
в стволе от ее скорости v 
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увеличением скорости пули величина силы трения сначала 
быстро убывает, затем она уменьшается все медленнее, а при 
скоростях, больших 100 м/с, начинает возрастать. График за-
висимости силы трения от скорости показан на рис. 2.3. 
Грубо это можно объяснить тем, что в месте контакта выде-
ляется много тепла. При скоростях порядка 100 м/с температу-
ра в месте контакта может достигать нескольких тысяч граду-
сов, и между поверхностями образуется слой расплавленного 
металла. Трение становится жидким. При больших же скоро-
стях жидкое трение пропорционально квадрату скорости. 
Интересно, что примерно такую же зависимость от скоро-
сти имеет сила трения смычка о струну. Именно поэтому мы 
можем слушать игру на смычковых инструментах – скрипке, 
виолончели, альте. 
При равномерном движении 
смычка струна увлекается им и 
натягивается. Вместе с натяжением 
струны увеличивается сила трения 
между смычком и струной. Когда 
величина силы трения становится 
максимально возможной, струна 
начинает проскальзывать относи-
тельно смычка. Если бы сила тре-
ния не зависела от относительной 
скорости смычка и струны, то, 
очевидно, отклонение струны от 
положения равновесия не изменя-
лось бы (рис. 2.4). 
Но при проскальзывании трение уменьшается. Поэтому 
струна начинает двигаться к положению равновесия. При 
этом относительная скорость струны увеличивается, а это еще 
уменьшает силу трения. Когда же струна, совершив колеба-
ние, движется в обратном направлении, ее скорость относи-
тельно смычка уменьшается, и смычок опять захватывает 
 
Рис. 2.4. Сила трения Fтр  
смычка о струну 
34 
 
Рис. 2.5. Движение тела  
по наклонной плоскости вниз 
струну. Все повторяется. Так возбуждаются колебания стру-
ны. Эти колебания незатухающие, так как энергия, «потерян-
ная» струной при ее движении, каждый раз восполняется ра-
ботой силы трения, подтягивающей струну до положения, при 
котором струна срывается. 
 
2.2. Определение коэффициента трения скольжения 
 
При движении тела массой m по наклонной плоскости, обра-
зующей угол α с горизонтом, модуль силы трения скольжения 
 
Fтр = μN = μmgcosα, 
 
где g = 9,81 м/с2 – ускорение свободного падения. 
По второму закону Ньютона  
в направлении движения вдоль 
оси x (рис. 2.5) можно записать 
 
mgsinα – Fтр = ma, 
 




mgsinα – μmgcosα = ma, 
 
т. е. модуль ускорения тела  
 
a = gsinα – μgcosα. 
 








При равномерном движении тела по наклонной плоскости 
0.a   В этом случае коэффициент трения скольжения μ = tgα. 
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Рис. 2.6. Движение тела  
по горизонтальной плоскости 
2.3. Изучение закономерностей движения  
системы связанных тел 
 
При движении по горизонтальной поверхности тела массой 
m2, связанного нитью, перекинутой через неподвижный блок 
(рис. 2.6), с грузом массой m1 модуль ускорения системы тел 
на направление движение согласно второму закону Ньютона:  
 (m1 + m2)a = m1g – Fтр,  
 
где Fтр – модуль силы трения 
скольжения. При движении 
тела по горизонтальной по-
верхности  
 
Fтр = μm2g, 
 
где μ – коэффициент трения 
скольжения. Следовательно, 
(m1 + m2)a = (m1 – μm2)g. Ес-
ли тело движется равноуско-
ренно, то 




    
 




   
Этим можно и закончить рассмотрение трения скольжения – 
явления, природу которого мы еще не понимаем достаточно 
хорошо, но умеем описывать с помощью законов, выполняю-
щихся с удовлетворительной точностью. Это дает нам воз-
можность объяснять многие физические явления. 
 
2.4. Сила трения качения 
 
Если рассматриваемое тело имеет форму шара или цилин-
дра, то под действием внешних сил оно может катиться по по-
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верхности другого тела. Из-за деформации поверхностей этих 
тел в месте их соприкосновения возникают силы реакции, 
препятствующие как скольжению, так и качению тела.  
Для выяснения причин, 
которые приводят к возник-
новению сил трения каче-
ния, рассмотрим абсолютно 
твердое (недеформируемое) 
тело в форме шара, лежащее 
на горизонтальной плоско-
сти (рис. 2.7). В этом случае 
имеет место точечный кон-
такт между телами. Прило-
жим к телу силу .F  Если 
численное значение ее мень-
ше порогового значения си-
лы трения покоя, то тело скользить не будет. В отсутствии 
скольжения возникает сила трения покоя тр ,F
  равная силе F. 
Сила тяжести ,mg  нормальной реакции nN
  и трF
  прохо-
дят через точку О и их моменты относительно этой точки рав-
ны нулю. Момент же силы F  отличен от нуля ( ,FM FR  где 
R – радиус шара).  
При таких условиях шар должен катиться по плоскости при 
сколь угодно малом значении силы .F  
Опыт же показывает, что это возможно только когда сила 
F
  имеет некоторое определенное значение, достаточное для 
преодоления сил, препятствующих качению. 
Причиной возникновения таких сил может быть преодоле-
ние «мостиков сцепления», так как на разрыв сил молекуляр-
ного сцепления необходимо затратить работу. Величина за-
трат энергии в этом случае зависит от площади поверхности 
«мостиков» и при небольших значениях ее несущественна. 
  
Рис. 2.7. Силы, приложенные к шару, 
катящемуся по горизонтальной  
недеформируемой поверхности 
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В случае реальных твердых тел, основной причиной сопро-
тивления качению является их способность деформироваться 
под действием внешних сил. 
Тело А (рис. 2.8) под действием силы gm   вдавливается  в поверхность опоры В и само несколько сжимается. Дефор-
мации тел не являются идеально упругими и, следовательно, 
часть механической энергии будет переходить в тепловую.  
 
  
Рис. 2.8. Силы, приложенные к шару, катящемуся  
по горизонтальной деформируемой поверхности 
 
Затрачивается работа и на деформацию материала при 
формировании поверхности в окрестности точки С перед ка-
тящимся телом.  В процессе качения тело А как бы вкатывает-
ся на горку, проворачиваясь вокруг точки С. В этой точке  
к телу приложена сила Q  – реакция опоры, равная по модулю 
и противоположно направленная  силе Q  – равнодействую-
щей сил gm   и .F
  Разложив силу Q  на составляющие, парал-
лельные силам gm  и ,F  получим силы N  и тр .F
  При равно-
мерном качении будут выполняться равенства 
 
тр,  .n FN mg F                               (2.1) 
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Сила тр ,F
  приложенная к телу и направленная в сторону, 
противоположную движению, называется силой трения качения.  
Условием равномерного вращения тела относительно точки 
С является равенство нулю алгебраической суммы моментов 




равны нулю (силы приложены в точке вращения), то уравно-
вешиваться должны моменты сил gm   и F   
,Fr mg                                    (2.2)  
где r – плечо силы ;F  
  – плечо силы .mg  
С учетом (2.1) и (2.2) для силы трения качения получается 
выражение: 
 
тр  .mgF r  
 
Так как обычно деформация поверхности В под действием 
силы тяжести катящегося тела А мала, то  << r , и r можно 
принять равным радиусу шара R. С учетом этого получается 
формула, выражающая экспериментальный закон Кулона для 
трения качения 
 
тр 2 ,nNmgF R D                              (2.3) 
 
где D – диаметр шара. 
Величину  в формуле (2.3) называют коэффициентом 
трения качения. 
Чем тверже поверхность, тем меньше вдавливание и тем 
меньше плечо   силы gm   (коэффициент трения качения). 
Коэффициент   имеет размерность длины. Численное значе-
ние его зависит от материала поверхностей, качества их обра-
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ботки и, в довольно широких пределах, не зависит (как пока-
зывает опыт) от скорости качения. 
Коэффициенты трения качения устанавливаются экспери-
ментально. 
Приведем значения коэффициентов трения качения для не-
которых материалов (в см): 
Стальной каток по стали 0,005 
Деревянный каток по стали 0,03–0,04 
Деревянный каток по дереву 0,05–0,08 
Колесо вагона по рельсу 0,05 
Резиновая шина по шоссе 0,024 
Коэффициент трения качения можно считать не зависящим 
от угловой скорости качения катка и его скорости скольжения 
по плоскости. Законы трения качения, как и законы трения 
скольжения, справедливы для не очень больших давлений и не 
слишком легко деформируемых материалов катка и плоскости. 
Для начала качения по горизонтальной плоскости требует-
ся значительно меньшая сила, чем для начала скольжения тела 
одинакового веса. С точки зрения затрат энергии выгодно за-
менять скольжение качением. 
 
2.5. Методика измерения коэффициента  
трения качения и вывод рабочей формулы 
 
Измерение силы трения с помощью наклонного маятника 
основано на измерении уменьшения амплитуды его колеба-
ний. Пусть α0 – максимальный угол отклонения маятника  
в начальный момент движения, αn – максимальное значение 
угла отклонения маятника после N колебаний (рис. 2.9, а); 
точка B определяет положение шарика в начальный момент 
отклонения маятника на угол α = α0,  точка B′ – положение 
шарика после N колебаний в момент отклонения маятника на 
угол α = αn. За N колебаний полная энергия E маятника 
уменьшается на величину E, равную убыли его потенциаль-
ной энергии: 
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E = Ep = mgh, 
 
где h – изменение высоты центра тяжести шарика после N 
колебаний 
 
sin .h l                                       (2.4) 
 
  
Рис. 2.9. Схематическое изображение наклонного маятника 
 
Убыль потенциальной энергии равна работе сил сопротив-
ления и сил трения, взятых по модулю, на пройденном пути S 
за N колебаний 
 
тр.кач. сопр. тр.кач. сопр.,pE A A F S A                 (2.5) 
 
где Aтр.кач. = Fтр.кач.S – работа сил трения качения;  
S – путь, который проходит центр тяжести шарика за N 
полных колебаний, равный 
 
ср ,S LN                                     (2.6) 
 
L – длина маятника;  
Aсопр. – работа по преодолению сопротивления среды и 
трения в точке подвеса маятника.  
Так как с течением времени происходит затухание колеба-
ний, то значение максимального угла отклонения αn маятника 
от положения равновесия уменьшается, поэтому при расчете 
пути S, пройденного шариком за N колебаний, берем среднее 




















a) б) в)а) ) в) 
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 ср 0 / 2.n                                  (2.7) 
 
Ввиду малости, пренебрегаем в (2.7) ΔАсопр., получим 
 
тр.кач. ,РЕ mg h F S                              (2.8) 
 
где Fтр.кач. определяется выражением (2.3). 
По второму закону Ньютона для шарика можно записать 
(рис. 2.9, в) 
 
,nmg N ma 
   
 
откуда в проекциях на ось y 
 
сos .nN mg                                    (2.9) 
 
Здесь β – угол наклона плоскости, на которую опирается 
шарик, подвешенный на нити, m – масса шарика.  
Подставив формулы (2.3), (2.4) и (2.9) в формулу (2.8), по-
лучим: 
 
sin 2 cos / ,mg l mgS D                         (2.10) 
 
откуда находим формулу для λ: 
 
/ 2 )t ,( gD l S                                (2.11) 
 
в которой Δl = ОЕ – ОD = L (cosαn – cosα0) (рис. 2.9, б).  
Подставив в последнюю формулу значения S и αср (форму-
лы (2.6), (2.7)), получим:  
 
  00




                             (2.12) 
 
N – число полных колебаний.  
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Для удобства расчетов их можно выразить в градусах. 
Принимая во внимание, что 10 = 3,57
1  радиана, окончательно 








        
 
Углы α0 и αn  выражаются в радианах.  
 
2.6. Порядок выполнения работы 
 
1. Плоскость маятника установлена на угол   = 20. В вер-
тикальном положении плоскости  φо = 2. По формуле β = 90о –  





измерений о      о  n  N t, c , м Т, с
1          
…          
5          
    ср = Тср =   
 
2. Включите установку. 
3. Задвиньте пластину из исследуемого металла (алюминий 
или сталь) в плоскость качения маятника. Для этого слегка 
нажмите большим пальцем на прижимную пружину в направ-
лении от себя и задвиньте исследуемую пластину справа 
налево. Проверьте правильность установки пластины: она 
должна быть плотно прижата. 
4. Отклоните маятник от положения равновесия на угол 7 
по наклонной шкале (5). Запишите значение выбранного угла 
о = 7. 
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5. Нажмите клавишу “СБРОС” на электронной приставке 
(2) и без толчка (плавно) отпустите маятник. При достижении 
маятником выбранного конечного угла отклонения n =  4, 
нажмите кнопку “СТОП”.  
6. Запишите значение угла n , показания шкалы “Число 
периодов” N и шкалы “Время колебаний” t в таблицу. 
7. Сохраняя выбранные значения углов , о и n, повтори-
те опыт 5 раз. 





n  рассчитайте 
величину коэффициента трения  качения для каждого из опы-
тов. Найдите среднее значение , абсолютную и относитель-
ную ошибки измерения. D = 2,5·10–2 м. 
9. Подсчитайте период колебаний маятника в каждом опы-
те, по формуле .tT
N
  Вычислите среднее значение периода 
 
1 2 3 4 5
ср ,5
Т Т Т Т ТТ      
 
абсолютную его погрешность по формуле ΔТi = |Тср – Тi| 
 
1 2 3 4 5
ср .5
Т Т Т Т ТТ            
 
Полученные значения среднего периода и его средней аб-
солютной погрешности округлите по правилам округления, 
результат запишите в виде Тср ± ΔТср. 
10. Вычислите абсолютную погрешность коэффициента 
трения качения для исследуемого материала по примеру вы-
числения погрешности для периода. Произведите округления 
и запишите результаты в виде λср ± Δλср. 
Замените материал плоскости качения шарика и произве-
дите измерения согласно пунктам 3–10. Результаты измерений 
и вычислений занесите в табл. 2. 
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11. Сравните значения коэффициентов трения качения и 





измерений о      о  n  N t, c , м Т, с
1          
…          
5          
 
2.7. Контрольные вопросы 
 
1. Сформулируйте законы Амонтона-Кулона. 
2. Что такое трение покоя? 
3. Причины возникновения трения скольжения. 
4. Покажите, что тело, скользящее в некотором направле-
нии, можно заставить двигаться еще и в  перпендикулярном 
направлении сколь угодно малой силой. 
5. Как зависит сила трения скольжения от скорости  дви-
жения? 
6. Почему равномерно движущийся смычок заставляет ко-
лебаться струну с различной частотой? 
7. Что такое трение качения? Какими причинами оно объ-
ясняется? 
8. Каким законом выражается сила трения качения? 
9. В чем заключается физический смысл коэффициента 
трения качения? В каких единицах он измеряется? От чего за-
висит? 
10. Как используется закон сохранения энергии при выво-
де рабочей формулы? 
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